CAPITULO 15

MAXIMOS E MINIMOS DE FUNCOES
REAIS DE VARIAS VARIAVEIS REAIS

15.1 Introducao

Vamos agora retornar as fungoes reais de varias varidveis reais e estudar seus maximos
e minimos locais e globais.

DEFINICAO 15.1.1: Seja f : Dom(f) € R* —s R uma funcio real de vérias
variaveis reais. Diz-se que Xy € Dom(f) é um ponto de mdzimo local se existe uma
bola aberta B, contendo X, tal que

J(X) < f(Xo), VX € B Dom(f).

Neste caso, f(Xo) é chamado de mdzimo local.

DEFINICAO 15.1.2: Seja f : Dom(f) € R* —s R uma funcio real de vérias
variaveis reais. Diz-se que Xy € Dom(f) é um ponto de minimo local se existe uma
bola aberta B, contendo Xy, tal que

J(X) 2 f(Xo), VX € B Dom(f).

Neste caso, f(Xo) é chamado de minimo local.

Os pontos de maximo e de minimo locais sao chamados de extremantes locais e os
maximos e minimos locais sao chamados de extremos locais

DEFINICAO 15.1.3: Seja f : Dom(f) € R® — R uma funcéo real de vérias
varidveis reais. Diz-se que Xy € Dom(f) é um ponto de mdzimo global ou ponto de
mdximo absoluto se

J(X) < f(Xo) ¥ X € Dom(f).
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Neste caso, f(Xy) é chamado de mdzimo global ou mdximo absoluto.

DEFINICAO 15.1.4: Seja f : Dom(f) € R* — R uma funcdo real de varias
variaveis reais. Diz-se que Xy € Dom(f) é um ponto de minimo global ou ponto de
minimo absoluto se

f(X) = f(Xo) VX € Dom(f).

Neste caso, f(Xg) é chamado de minimo global ou minimo absoluto.

Os pontos de méaximo e de minimo globais sao chamados de eztremantes globais ou ex-
tremantes absolutos e os maximos e minimos globais sao chamados de extremos globais
ou extremos absolutos.

Exemplo 15.1.1: Seja

2+ y?; 2 +y? <1

x, = .
f( y) 2—(:02—|—y2); x2+y2>1

Esboce o grafico de f e o use para determinar os extremos locais e globais de f, caso
eles existam.

Exemplo 15.1.2: Seja f(z,y) = y* — 2%. Esboce o gréifico de f e o use para determi-
nar os extremos locais e globais de f, caso eles existam.

Exemplo 15.1.3: Considere a funcao f : Dom(f) C R? — R definida por f(x,y) =
2z — y, onde Dom(f) = {(z,y) € R*|z > 0,y > 0,z +y < 3ey > z}. Utilize as
curvas de nivel de f para estudar os extremos locais e globais de f.
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15.2 Condicoes Necessarias para um Ponto do Inte-
rior do Dominio de f Ser um Extremante Local de f

Nesta se¢ao, vamos apenas estudar pontos pertencentes ao interior do dominio de f.
Desta forma, o dominio de f sera ele préprio aberto, ou entao, deve conter algum con-
junto aberto A. Os teoremas apresentados nesta se¢ao fornecem condigoes necessdrias
para que pontos interiores ao dominio de f possam se extremantes locais.

TEOREMA 15.2.1: Seja @ um vetor unitario em R" e seja f : Dom(f) C R" — R

0
uma funcao tal que existe —f(XO), onde Xy é um ponto do interior de Dom(f). Se Xy

ou

¢ extremante local de f, entao ?(XO) = 0.
U

Demonstragao: Vamos supor que Xy é um ponto de maximo de f. Como X, é um
ponto interior do dominio de f, temos que existe uma bola aberta A, contendo Xy,
com A C Dom(f), tal que

f(X)§f<XO)’ z €A

Desta forma, podemos garantir que existe um intervalo aberto I = (—4,0) C R, tal
que Xo +td € A C Dom(f), onde

f(Xo+tu) < f(Xo), tel.
Sendo assim, definindo a funcao
g(t) = f(Xo + ti), tel,

observe que t = 0 é um ponto de maximo de g, uma vez que, por hipotese, Xy é um
ponto de maximo de f. Portanto, da teoria de extremos locais de fungoes reais de uma
variavel real, como I é aberto, se existe ¢'(0), sabemos que ¢’(0) = 0. Mas, como

9(0+1) —9(0)

g(0) = lim t
_ 1138 f(Xo + t? — f(Xo)
- g(XO%

ou



Cdlculo 2B - Notas de Aula (em construgcdo) - Prof® Denise 2018-2275

temos que ¢'(0) existe (pois, por hipétese, (Xo) existe), de modo que, conforme

ou
0
desejado, podemos concluir que ¢'(0) = a—]i(Xo) = 0.
U

Observe que fazendo @ = ¢;, onde ¢; é o i-ésimo vetor da base canonica de R", temos
o corolario a seguir.

Corolario 15.2.1: Seja f : Dom(f) C R” — R uma func¢ao que admite derivadas
parciais em Xy, onde X, é um ponto do interior de Dom(f). Se Xy é extremante local

de f, entdao Vf(X,) =0, i.e. 23{ (X0)=0,i=1,...,n.

)

Motivados pelo corolario acima, dizemos que X, é um ponto critico ou ponto esta-
ciondrio de f se Xy é um ponto do interior de Dom(f) e V f(Xo) = 0. De posse desta
definicao, podemos reescrever o Corolario 15.2.1 da seguinte forma.

Coroléario 15.2.2: (Corolario 15.2.1 reescrito) Seja f : Dom(f) C R" — R
uma funcao que admite derivadas parciais em Xj, onde X,y é um ponto do interior de
Dom(f). Se X, é extremante local de f, entdo X, é um ponto critico (ou estacionario)

de f.

Observe que a condicao do corolario acima ¢é apenas necessdria, nao sendo suficiente.

De fato, considere a funcao f(z,y) = y* — g(0,0) =0e
x
af

8—(0, 0) = 0, enquanto que o ponto (0,0) nao é extremante local de f. Dizemos que
Y

Xop é um ponto de sela de f se Xy é um ponto critico de f, mas nao é um ponto de
maximo ou minimo de f.

2. Neste caso, temos que

Concluimos assim, do Corolario 15.2.1, que é somente no conjunto dos pontos criticos
de f ou no conjunto de pontos que nao admitem derivadas parciais, que iremos encon-
trar os pontos interiores ao dominio de f que sdo CANDIDATOS a extremantes locais de
f. A eleicao ou nao do ponto como extremante local é uma outra histéria que precisa
de um pouco mais de “politica”.

Observe ainda que se Xy é um ponto da fronteira de Dom(f), ele pode ser um extre-
mante local de f sem que as derivadas parciais de f se anulem em X, (cf. Exemplo
15.1.3). Isto porque o coroldrio acima nao se aplica para pontos na fronteira, ele é
especifico para pontos no interior do dominio. Os pontos da fronteira deverao ser ana-
lisados separadamente mais tarde.
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Vamos agora fornecer mais um teorema com condigoes ainda necessdrias para um ponto
interior ao dominio ser um extremante local.

TEOREMA 15.2.3: Seja f : Dom(f) C R" — R uma funcio de classe C? em

A(aberto) C Dom(f) e seja Xy um ponto no aberto A.
2

i) Se Xy é um ponto de maximo local, entao F(Xo) <0,i=1,..,n.
€T=

%
2

ii) Se X é um ponto de minimo local, entdao —=5(Xo) > 0,7 =1,...,n.

Ox2

7

Nao vamos demonstrar este teorema, mas raciocinando com fungoes f : Dom(f) C
R? — R, onde Dom(f) é aberto, se (zg,y0) € Dom(f) é um extremo local de f, é
porque, numa vizinhanga de (g, yo), 0 gréfico de f se assemelha localmente a um vale
ou a uma montanha. Desta forma, a intersecao do grafico de f com os planos y = yg
e r = xg tera localmente um formato do tipo () ou | J. Lembrando entao da teoria de
maximos e minimos para fungoes da reta na reta, temos que é a derivada segunda que
fornece esta informacao.

Exemplo 15.2.1: Determine os candidatos a pontos de maximos e minimos locais de
flz,y) =23+ y* — 3z — 3y.

15.3 Condicao Suficiente para um Ponto do Interior
do Dominio de f Ser um Extremante Local de f

Seja f : Dom(f) C R" — R. Se f possui todas as derivadas parciais de segunda
ordem em um conjunto aberto A C Dom(f), podemos definir a matriz abaixo, que é
chamada de matriz Hessiana de f em X € A e denotada por H(X).

0%f 0%f 0%f
%12( ) 0x201, X) e 0x,011
0%f 0%f 0%f
H(X) = 01101 (X) @(X) 02,019
02f 02f o2 f
8x18xn( ) 0x901, ) Ox? (X)

Observe que se f é de classe C? no aberto A C Dom(f), a matriz Hessiana de f é
simétrica para todo X € A. O determinante da matriz Hessiana de f no ponto X € A
é chamado de Hessiano de f em X € A.
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Note que se f : Dom(f) C R*> — R é uma funcao de classe C? aberto A C Dom(f),
a matriz Hessiana de f em (z,y) € A é dada por

62f 82f

@(xay) 895—(93;(x’y)
H(z,y) =

82f 82f

m(%y) w(%y)

e o Hessiano de f em (x,y) € A é dado por
0*f 0*f
@(x,y) 8x6y(x’y)

02 f o2 f

o2 f o2 f o2 f 2
- LGt - (i)

Vamos apenas enunciar (sem demonstrar) o teorema que fornece uma condigao sufi-
ciente para um ponto critico ser ponto de maximo ou minimo local no caso de uma
funcao de duas variaveis reais. Confira abaixo.

det(H(X)) =

TEOREMA 15.3.2: Seja f : Dom(f) € R?> — R uma fungio de classe C? em
A(aberto) C Dom(f) e seja (o, yo) um ponto no aberto A. Suponha que (g, yo) é um
ponto critico de f.
92
i) Se a—];(xo,yo) > 0 e det(H (zo,v0)) > 0, entao (xg,yo) ¢ um ponto de minimo local
T

de f.
2
ii) Se 8_§($0’y0) < 0 e det(H(zg,y0)) > 0, entdo (xg,yo) ¢ um ponto de méximo local
x
de f.
iii) Se det(H (zo,yo)) < 0, entdo Xy ndo é um ponto de minimo nem de méximo local
de f. Neste caso, (79, o) ¢ um ponto de sela.

iv) Se H(zo,yo) = 0, entdo nada se pode afirmar.

Exemplo 15.3.1: Classifique os pontos criticos de f(z,y) = 2 + y* — 3z — 3y.



Cdlculo 2B - Notas de Aula (em construgdo) - Prof® Denise 2018-2278

Nos exemplos a seguir, veremos que nada podemos afirmar através do Hessiano, mos-
trando que é necessaria uma analise extra.

Exemplo 15.3.3: Classifique os pontos criticos de f(x,y) = 3z* + 2y2.

Exemplo 15.3.4: Classifique os pontos criticos de f(z,y) = x® + 2y°.
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Agora, vamos enunciar (sem demonstrar) o teorema que fornece uma condigao sufi-
ciente para um ponto critico ser ponto de maximo ou minimo local no caso de uma
funcao de n variaveis reais. Confira abaixo.

TEOREMA 15.3.3: Seja f : Dom(f) C R® — R uma fungao de classe C? em
A(aberto) C Dom(f) e seja Xy um ponto no aberto A. Suponha que Xy é um ponto
critico de f, i.e. Vf(Xo) =0, e que det(H(Xp)) # 0.

i) Se os autovalores de H(Xj) sao todos positivos, entdo X, é um ponto de minimo
local de f.

ii) Se os autovalores de H(Xj) sao todos negativos, entdo Xy é um ponto de maximo
local de f.

iii) Se H(Xp) possui, pelo menos, um autovalor positivo e, pelo menos, um autovalor
negativo, entao X, é um ponto de sela de f.

Exemplo 15.3.5: Determine e classifique os pontos criticos da funcao abaixo.

fz,y,2) = 2%+ 2zy + > + 22 — b — 42



